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摘　要：研究癌症疫苗和检查点抑制剂联合治疗的数学模型，该模型为包含九个相互耦合反应扩散方程的方程
组。先通过运用Ｂａｎａｃｈ不动点定理、抛物型方程的Ｌｐ估计证明了模型的局部解的存在唯一性，然后利用延拓方
法得到了整体解的存在唯一性。
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　　当癌细胞发生坏死时，它们释放高活动性组框
－１（ＨＭＧＢ－１）激活树突细胞，树突细胞便产生
ＩＬ－１２来激活效应 Ｔ细胞 ＣＤ４＋Ｔｈ１和 ＣＤ８＋Ｔ。
ＣＤ４＋Ｔｈ１和 ＣＤ８＋Ｔ细胞都能杀死癌细胞［１－３］。

ＣＤ８＋Ｔ细胞在杀死癌细胞方面更有效，但 ＣＤ４＋

Ｔｈ１细胞的辅助功能可提高肿瘤反应性 ＣＤ８＋Ｔ细

胞的功效［４］。癌症疫苗可以扩大肿瘤特异性 Ｔ细

胞的储备，也可以激活休眠的肿瘤特异性 Ｔ细

胞［５］。由于缺乏肿瘤浸润效应 Ｔ细胞，临床试验

中的许多患者对检查点抑制剂治疗没有反应；另一

方面，癌症疫苗可以诱导效应 Ｔ细胞浸润到肿瘤
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中，而且癌症疫苗和免疫检查点抑制剂的组合可以

协同作用以诱导更有效的抗肿瘤免疫回应［６－８］。

早期在文献 ［９－１０］中提出了用常微分方程
系统描述癌症疫苗免疫治疗的数学模型，但这些模

型没有考虑检查点抑制剂。２０１７年，Ｌａｉ等［１１］认

为疫苗增加 Ｔ细胞库，检查点抑制剂使 Ｔ细胞保
持完全活性，杀死癌细胞，从而提出了一种将癌症

疫苗与检查点抑制剂结合起来的数学模型。在该模

型中Ｌａｉ等进行了数值模拟，对数值解进行渐近分
析［１１］。具体模型如下：
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其中Ｄ，Ｔ１，Ｔ２，Ｃ，Ｇ，Ｉ１，Ｉ２，Ｐ，Ａ分别为树突
细胞 （ＤＣ）的密度，活化的 ＣＤ４＋Ｔ细胞的密度，
活化的 ＣＤ８＋Ｔ细胞的密度，癌细胞密度，ＧＭ－
ＣＳＦ浓度，ＩＬ－１２浓度，ＩＬ－２浓度，ＰＤ－１浓
度，抗ＰＤ－１浓度；δｎ（ｎ＝１，２，…，７），Ｋｉ（ｉ＝１，
２，…，５），ｄｊ（ｊ＝１，２，…，８），λｋ（ｋ＝１，２，…，１０），

θ１，θ２，μ，Ｄ０，Ｔ１０，Ｔ２０，ＣＭ，Ｎ０为正常数。Ｇ^（ｔ）是 ＧＭ
－ＣＳＦ的来源，表达式如下：

Ｇ^（ｔ）＝

γＧ，　ｔ≤３０

γＧ ×
３３－ｔ
３ ，　３０＜ｔ≤３３

０，　ｔ＞
{

３３

γＧ是正常数，表示药物的有效水平，显然 Ｇ^（ｔ）是
有界且连续的。

另外，Ｐ＝ρＰ（Ｔ１＋Ｔ２），Ｌ＝ρＬ（Ｔ１＋Ｔ２＋εＣ），
Ｑ＝σＰＬ，则Ｑ＝σＰρＬ（Ｔ１＋Ｔ２＋εＣ）且ρｐ，ρＬ与

ε均为正常数；而 Ａ^（ｔ）是抗 ＰＤ－１的来源且表达
式为：

Ａ^（ｔ）＝

γＡ，　ｔ≤３０；

γＡ×
３３－ｔ
３ ，　３０＜ｔ≤３３；

０，　ｔ＞
{

３３

γＡ是正常数，表示药物的有效水平，显然

Ａ^（ｔ）也是有界且连续的。
１９９９年Ｆｒｉｅｄｍａｎ及其合作者考虑了肿瘤生长

的自由边界问题［１４］，得到了模型整体解的存在唯

一性、稳态解以及解的渐近性态。之后，大量数学

工作者对肿瘤生长的自由边界问题进行了一系列研

究［１５－１８］。

根据生物学和医学原理，我们有以下假设：

（Ａ） Ｄ０（ｒ），Ｔ１０（ｒ），Ｔ２０（ｒ），Ｃ０（ｒ），Ｉ１０（ｒ），
Ｉ２０（ｒ），Ｐ０（ｒ），Ａ０（ｒ）∈ Ｄｐ（０，１），Ｄ０（ｒ），Ｔ１０（ｒ），
Ｔ２０（ｒ），Ｃ０（ｒ），Ｉ１０（ｒ），Ｉ２０（ｒ），Ｐ０（ｒ），Ａ０（ｒ）≥０。

本文的主要结论如下：

定理１　假设条件 （Ａ）满足，则对任意的 Ｔ
＞０，系统 （１）～（２２）的整体解存在且唯一。

１　预备引理
下面我们将介绍一些引理，首先引入一些记

号。

（ｉ）记ΩＴ ＝｛（ｒ，ｔ）：０＜ｒ＜Ｌ，０＜ｔ＜Ｔ｝，Ｔ
＞０。珚ΩＴ是ΩＴ的闭包。Ｗ

２，１
ｐ （ΩＴ）定义如下

Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）＝｛ｕ，ｖ∈Ｌｐ（ΩＴ）ｕｔ，ｖｔ，

ｕ，ｖ，Δｕ，Δｖ∈Ｌｐ（ΩＴ）｝
且规定

ｕｗ２，１ｐ （ΩＴ）
＝ ∑

ｍ ＋２ｋ≤２
ｍｘ

ｋ
ｔｕＬｐ

（ｉｉ）对 ｐ＞ ５２，记 Ｄｐ（０，１）为 ｔ＝０时

Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）的迹空间，ｉ．ｅ．　φ∈Ｄｐ（０，１）当且仅当
ｕ∈Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）使得 ｕ·，( )０ ＝φ。定义 Ｄｐ（０，１）
中的范数如下：

φＤＰ（０，Ｌ）
＝

｛Ｔ
－１
ｐ ｕＷ２，１ｐ （ＱＴ）

ｕ∈Ｗ２，１ｐ （ΩＴ），ｕ（·，ｘ）＝φ（ｘ）｝

由于ｐ＞５２，Ｗ
２，１
ｐ （ΩＴ）连续嵌入到Ｃ（ΩＴ）（见文献

［１３］），上面的定义是有意义的。而且，显然如果
φ∈ Ｗ２，ｐ（０，１），则 φ∈ Ｄｐ（０，１）且 φＤｐ（０，１）

≤

φＷ２，ｐ（０，１）。

引理 １［１２］　假设 Ｄ是一个正常数，ａ（ｚ，τ），
ｂ（ｚ，τ）是定义在区间 珚ΩＴ上的有界连续函数，ｆ（ｚ，
τ）∈Ｌｐ（ΩＴ），φ∈Ｃ

１［０，Ｔ］，且对任意的１＜ｐ＜

∞，ｃ０∈Ｄｐ（０，Ｌ）。令Ｂｕ＝α
ｕ
ｎ
＋β（ｘ，τ）ｕ，其中

（ｉ）α＝０，β＝１，（ｉｉ）α＝１，β≥０，则初边值问题
ｃ
τ
＝Ｄ

２ｃ
ｚ２
＋ａ（ｚ，τ）ｃｚ

＋ｂ（ｚ，τ）ｃ＋ｆ（ｚ，τ），

６９
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０≤ｚ≤１，０≤τ≤Ｔ； （２５）
ｚ＝０，１：Ｂｃ＝φ，０≤τ≤Ｔ； （２６）
ｃ（ｚ，０）＝ｃ０（ｚ），０≤ｚ≤１ （２７）

有唯一解ｃ（ｚ，τ）∈Ｗ２，１ｐ （ΩＴ），且
ｃＷ２，１ｐ （ΩＴ）≤

Ｃｐ（Ｔ）（ｃ０ Ｄｐ（０，Ｌ）
＋ φＷ１，ｐ（０，Ｔ）＋ ｆＬｐ）

其中Ｃｐ（Ｔ）是一个依赖于ｐ，Ｔ，ａ∞，ｂ∞的常数，

且对任意有界的Ｔ，Ｃｐ（Ｔ）是有界的。

２　模型的等价形式
考虑到直接解决自由边界问题 （１）～（２２）

的困难性，我们将该自由边界问题变换为固定区域

｛（ｚ，τ），０≤ｚ≤１，τ≥０｝上的初边值问题，以利于
讨论其解的适定性。

作 变 换 Ｄ，Ｔ１，Ｔ２，Ｃ，Ｇ，Ｉ１，Ｉ２，Ｐ，Ａ，Ｒ（ｔ( )） →
Ｄ′，Ｔ′１，Ｔ′２，Ｃ′，Ｇ′，Ｉ′１，Ｉ′２，Ｐ′，Ａ′，η（τ( )） 如下

ｚ＝ ｒ
Ｒ（ｔ），τ＝∫

ｔ

０

ｄｓ
Ｒ２（ｓ）

，η（τ）＝Ｒ（ｔ），

Ｄ′（ｚ，τ）＝Ｄ（ｒ，ｔ），Ｃ′（ｚ，τ）＝Ｃ（ｒ，ｔ），
Ｇ′（ｚ，τ）＝Ｇ（ｒ，ｔ），Ｔ′１（ｚ，τ）＝Ｔ１（ｒ，ｔ），
Ｔ′２（ｚ，τ）＝Ｔ２（ｒ，ｔ），Ｉ′１（ｚ，τ）＝Ｉ１（ｒ，ｔ），

Ｉ′２（ｚ，τ）＝Ｉ２（ｒ，ｔ）； （２８）
Ｐ′（ｚ，τ）＝Ｐ（ｒ，ｔ），Ａ′（ｚ，τ）＝Ａ（ｒ，ｔ），

ｕ′（ｚ，τ）＝Ｒ（ｔ）ｕ（ｒ，ｔ），
Ｑ′（ｚ，τ）＝Ｑ（ｒ，ｔ）

又由于Ｐ′＝ρＰ Ｔ′１＋Ｔ′( )
２ ，于是问题 （１）～（２２）

变换为

Ｄ′
τ
＋ｖ（ｚ，τ）Ｄ′ｚ

－δ１
１
ｚ２

ｚｚ

２Ｄ′
( )ｚ ＝

η２ λ１Ｄ０
Ｃ′

Ｋ１＋Ｃ′
＋λ２

Ｇ′
Ｋ２＋Ｇ′

－ｄ１( )Ｄ′－ｈ′Ｄ′，

０≤ｚ≤１， τ＞０； （２９）

Ｄ′
ｚｚ＝０

＝Ｄ′
ｚｚ＝１

＝０， Ｄ′（ｚ，０）＝Ｄ′０（ｚ）；

（３０）
Ｔ′１
τ
＋ｖ（ｚ，τ）

Ｔ′１
ｚ
－δ２

１
ｚ２

ｚｚ

２Ｔ′１
( )ｚ ＝

η２ λ３Ｔ１０
Ｉ′１

Ｋ３＋Ｉ′１
＋λ４Ｔ′１

Ｉ′２
Ｋ４＋Ｉ′

( )
２

[ ×

１

１＋Ｑ′Ｋ５

－ｄ２Ｔ′１－ｈ′Ｔ′]１ ，
０≤ｚ≤１，τ＞０； （３１）

Ｔ′１
ｚ ｚ＝０

＝０，Ｔ′１
ｚ ｚ＝１

＋

σ０
Ｉ′１

Ｉ′１＋Ｋ３
（Ｔ′１－Ｔ^１）

ｚ＝１

＝０，

Ｔ′１（ｚ，０）＝Ｔ′１０（ｚ）； （３２）
Ｔ′２
τ
＋ｖ（ｚ，τ）

Ｔ′２
ｚ
－δ２

１
ｚ２

ｚｚ

２Ｔ′２
( )ｚ ＝

η２ λ５Ｔ２０
Ｉ′１

Ｋ３＋Ｉ′１
＋λ６Ｔ′２

Ｉ′２
Ｋ４＋Ｉ′

( )
２

[ ×

１

１＋Ｑ′Ｋ５

－ｄ３Ｔ′２－ｈ′Ｔ′]２ ，
０≤ｚ≤１，τ＞０； （３３）

Ｔ′２
ｚ ｚ＝０

＝０，

Ｔ′２
ｚ ｚ＝１

＋σ０
Ｉ′１

Ｉ′１＋Ｋ３
Ｔ′２－Ｔ^( )

２
ｚ＝１

＝０，

Ｔ′２（ｚ，０）＝Ｔ′２０（ｚ）； （３４）

Ｃ′
τ
＋ｖ（ｚ，τ）Ｃ′ｚ

－δ３
１
ｚ２

ｚｚ

２Ｃ′
( )ｚ ＝

η２ λ７Ｃ′１－
Ｃ′
Ｃ( )
Ｍ

[ －

（θ１Ｔ′１Ｃ′＋θ２Ｔ′２Ｃ′）－ｄ４Ｃ′－ｈ′Ｃ′
　]　，

０≤ｚ≤１， τ＞０； （３５）

Ｃ′
ｚｚ＝０

＝Ｃ′
ｚｚ＝１

＝０， Ｃ′（ｚ，０）＝Ｃ′０（ｚ）；

（３６）
Ｇ′
τ
＋ｕ′（１，τ）ｚＧ′ｚ

－δ４
１
ｚ２

ｚｚ

２Ｇ′
( )ｚ ＝

η２ λ８＋Ｇ^（ｔ）－ｄ５( )Ｇ′，０≤ｚ≤１， τ＞０；

（３７）
Ｇ′
ｚｚ＝０

＝Ｇ′
ｚｚ＝１

＝０， Ｇ′（ｚ，０）＝Ｇ′０（ｚ）；

（３８）
Ｉ′１
τ
＋ｕ′（１，τ）ｚ

Ｉ′１
ｚ
－δ５

１
ｚ２

ｚｚ

２Ｉ′１
( )ｚ ＝

η２（λ９Ｄ′－ｄ６Ｉ′１）， ０≤ｚ≤１， τ＞０；

（３９）

７９
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Ｉ′１
ｚ ｚ＝０

＝Ｉ′１
ｚ ｚ＝１

＝０，

Ｉ′１（ｚ，０）＝Ｉ′１０（ｚ）； （４０）

Ｉ′２
τ
－ｕ′（１，τ）ｚ

Ｉ′２
ｚ
－δ６

１
ｚ２

ｚｚ

２Ｉ′２
( )ｚ ＝

η２（λ１０Ｔ′１－ｄ７Ｉ′２），

０≤ｚ≤１， τ＞０； （４１）

Ｉ′２
ｚ ｚ＝０

＝Ｉ′２
ｚ ｚ＝１

＝０，Ｉ′２（ｚ，０）＝Ｉ′２０（ｚ）；

（４２）
Ａ′
τ
－ｕ′（１，τ）ｚＡ′ｚ

－δ７
１
ｚ２

ｚｚ

２Ａ′
( )ｚ ＝

η２（Ａ^（ｔ）－μＰ′Ａ′－ｄ８Ａ′），

０≤ｚ≤１， τ＞０； （４３）

Ａ′
ｚｚ＝０

＝Ａ′
ｚｚ＝１

＝０，

Ａ′（ｚ，０）＝Ａ′０（ｚ）； （４４）
ｖ（ｚ，τ）＝ｕ′（ｚ，τ）－ｚｕ′（１，τ），

０≤ｚ≤１， τ＞０； （４５）

１
ｚ２

ｚｚ

２( )ｕ′＝

η（τ）２ｈ（Ｄ′，Ｔ′１，Ｔ′２，Ｃ′，Ｇ′，Ｉ′１，Ｉ′２，Ｑ′）＝η
２ｈ′，

０≤ｚ≤１， τ＞０； （４６）

ｄη（τ）
ｄｔ ＝η（τ）ｕ′（１，τ）， τ＞０； （４７）

ｕ′（０，τ）＝０； （４８）
η（０）＝Ｒ０ （４９）

根据以上变换过程，可以得出如下结论：

引理２　在变量替换 （２８）下，自由边界问题
（１）～（２２）与初边值问题（２９）～（４９）等价。

３　局部解的存在唯一性
这部分将证明系统（２９）～（４９）有唯一的整

体解。先通过运用 Ｂａｎａｃｈ不动点定理证明系统
（２９）～（４９）有唯一的局部解。记

Ｕ＝（Ｄ′，Ｔ′１，Ｔ′２，Ｃ′，Ｇ′，Ｉ′１，Ｉ′２，Ｐ′，Ａ′），

Ｕ
～
＝（Ｄ′

～
，Ｔ′
～
１Ｔ′
～
２，Ｃ′
～
，Ｇ′
～
，Ｉ′
～
１，Ｉ′
～
２，Ｐ′
～
，Ａ′
～
）；

Ｕ１ ＝（Ｄ′１，Ｔ′１１，Ｔ′２１，Ｃ′１，Ｇ′１，Ｉ′１１，Ｉ′２１，Ｐ′１，Ａ′１），

Ｕ２ ＝（Ｄ′２，Ｔ′１２，Ｔ′２２，Ｃ′２，Ｇ′２，Ｉ′１２，Ｉ′２２，Ｐ′２，Ａ′２）
对给定的 Ｔ＞０和正常数 Ｍ，引进度量空间

ＸＴ，( )ｄ如下：ＸＴ 由向量函数 （Ｕ，η） ＝ （Ｕ，

η（τ））０≤ｚ≤１， ０≤τ≤( )Ｔ 组成，满足如下
条件：

（ｉ）η（τ）∈ Ｃ［０，Ｔ］，η（０） ＝Ｒ０，
１
２Ｒ０≤

η（τ）≤２Ｒ０；
（ｉｉ）Ｄ′，Ｔ′１，Ｔ′２，Ｃ′，Ｇ′，Ｉ′１，Ｉ′２，Ｐ′，Ａ′∈ Ｃ珚Ω( )

Ｔ ，

０≤Ｄ′，Ｔ′１，Ｔ′２，Ｃ′，Ｇ′，Ｉ′１，Ｉ′２，Ｐ′，Ａ′≤Ｍ；
（ｉｉｉ） ｈＤ′，Ｔ′１，Ｔ′２，Ｃ′，Ｇ′，Ｉ′１，Ｉ′２，( )Ｑ′ ≤ Ｂ

（Ｂ为正常数），即 ｈ′≤Ｂ。

定义空间ＸＴ上的度量为
ｄ（（Ｕ１，η１），（Ｕ２，η２））＝

Ｕ１－Ｕ２ ＋ η１－η２ （０≤ｚ≤１，０≤τ≤Ｔ）

显然 （ＸＴ，ｄ）是一个完备度量空间。由式 （４６）、
式 （４８）得

ｕ′（ｚ，τ）＝η
２（τ）
ｚ２ ∫

ｚ

０
ｈ′ｓ２ｄｓ （５０）

对任意 （Ｕ，η）∈ ＸＴ，定义一个空间 ＸＴ上的映射

Ｆ：（Ｕ，η）→ （Ｕ
～
，珘η）：（Ｕ

～
，珘η）＝Ｆ（Ｕ，η）满足如

下问题：

ｄ珘η（τ）
ｄτ

＝珘η（τ）ｕ′（１，τ）； （５１）

珘η（０）＝Ｒ０； （５２）

Ｄ′
～

τ
＋ｖ（ｚ，τ）Ｄ′

～

ｚ
－δ１

１
ｚ２

ｚｚ

２Ｄ′
～

( )ｚ ＝

η２ λ１Ｄ０
Ｃ′

Ｋ１＋Ｃ′
＋λ２

Ｇ′
Ｋ２＋Ｇ′

－ｄ１Ｄ′
～
－ｈ′Ｄ′( )～ ，

０≤ｚ≤１， τ＞０； （５３）

Ｄ′
～

ｚ ｚ＝０
＝Ｄ′

～

ｚ ｚ＝１
＝０，

Ｄ′
～
（ｚ，０）＝Ｄ′０（ｚ）； （５４）

Ｔ′
～
１

τ
＋ｖ（ｚ，τ）

Ｔ′
～
１

ｚ
－δ２

１
ｚ２

ｚｚ

２Ｔ′
～
１

( )ｚ ＝

η２ λ３Ｔ１０
Ｉ′１

Ｋ３＋Ｉ′１
＋λ４Ｔ′

～
１
Ｉ′２

Ｋ４＋Ｉ′
( )

２
[ ×

１

１＋Ｑ′Ｋ５

－ｄ２Ｔ′
～
１－ｈ′Ｔ′

～

]１ ，

８９



　第 ３期 刘春燕，等：癌症疫苗和抑制剂治疗模型整体解的存在唯一性

０≤ｚ≤１，τ＞０； （５５）

Ｔ′
～
１

ｚ ｚ＝０

＝０，Ｔ′
～
１

ｚ ｚ＝１

＋

σ０
Ｉ′１

Ｉ′１＋Ｋ３
（Ｔ′
～
１－Ｔ^１）

ｚ＝１

＝０，

Ｔ′
～
１（ｚ，０）＝Ｔ′１０（ｚ）； （５６）

Ｔ′
～
２

τ
＋ｖ（ｚ，τ）

Ｔ′
～
２

ｚ
－δ２

１
ｚ２

ｚｚ

２Ｔ′
～
２

( )ｚ ＝

η２ λ５Ｔ２０
Ｉ′１

Ｋ３＋Ｉ′１
＋λ６Ｔ′

～
２
Ｉ′２

Ｋ４＋Ｉ′
( )

２
[ ·

１

１＋Ｑ′Ｋ５

－ｄ３Ｔ′
～
２－ｈ′２Ｔ′

～

]２ ，
０≤ｚ≤１，τ＞０； （５７）

Ｔ′
～
２

ｚ ｚ＝０

＝０，

Ｔ′
～
２

ｚ ｚ＝１

＋σ０
Ｉ′１

Ｉ′１＋Ｋ３
（Ｔ′
～
２－Ｔ^２）

ｚ＝１

＝０，

Ｔ′
～
２（ｚ，０）＝Ｔ′２０（ｚ）； （５８）

Ｃ′
～

τ
＋ｖ（ｚ，τ）Ｃ′

～

ｚ
－δ３

１
ｚ２

ｚｚ

２Ｃ′
～

( )ｚ ＝

η２ λ７Ｃ′
～
１－Ｃ′Ｃ( )

Ｍ
－（θ１Ｔ′１Ｃ′

～
＋θ２Ｔ′２Ｃ′

～[ ）－

ｄ４Ｃ′
～
－ｈ′Ｃ′]

～
，０≤ｚ≤１， τ＞０； （５９）

Ｃ′
～

ｚ ｚ＝０
＝Ｃ′

～

ｚ ｚ＝１
＝０， Ｃ′

～
（ｚ，０）＝Ｃ′０（ｚ）；

（６０）

Ｇ′
～

τ
＋ｕ′（１，τ）ｚＧ′

～

ｚ
－δ４

１
ｚ２

ｚｚ

２Ｇ′
～

( )ｚ ＝

η２ λ８＋Ｇ^（ｔ）－ｄ５Ｇ′( )
～
，０≤ｚ≤１， τ＞０；

（６１）

Ｇ′
～

ｚ ｚ＝０
＝Ｇ′

～

ｚ ｚ＝１
＝０，

Ｇ′
～
（ｚ，０）＝Ｇ′０（ｚ）； （６２）

Ｉ′
～
１

τ
＋ｕ′（１，τ）ｚ

Ｉ′
～
１

ｚ
－δ５

１
ｚ２

ｚｚ

２Ｉ′
～
１

( )ｚ ＝

η２（λ９Ｄ′－ｄ６Ｉ′
～
１），０≤ｚ≤１，τ＞０； （６３）

Ｉ′
～
１

ｚ ｚ＝０

＝Ｉ′
～
１

ｚ ｚ＝１

＝０，Ｉ′
～
１（ｚ，０）＝Ｉ′１０（ｚ）；

（６４）

Ｉ′
～
２

τ
－ｕ′（１，τ）ｚ

Ｉ′
～
２

ｚ
－δ６

１
ｚ２

ｚｚ

２Ｉ′
～
２

( )ｚ ＝

η２（λ１０Ｔ′１－ｄ７Ｉ′
～
２），

０≤ｚ≤１， τ＞０； （６５）

Ｉ′
～
２

ｚ ｚ＝０

＝Ｉ′
～
２

ｚ ｚ＝１

＝０，Ｉ′
～
２（ｚ，０）＝Ｉ′２０（ｚ）；

（６６）

Ａ′
～

τ
－ｕ′（１，τ）ｚＡ′

～

ｚ
－δ７

１
ｚ２

ｚｚ

２Ａ′
～

( )ｚ ＝

η２ Ａ^（ｔ）－μＰ′Ａ′
～
－ｄ８Ａ′( )

～
， ０≤ｚ≤１， τ＞０；

（６７）

Ａ′
～

ｚ ｚ＝０
＝Ａ′

～

ｚ ｚ＝１
＝０， Ａ′

～
（ｚ，０）＝Ａ′０（ｚ）

（６８）
首先证Ｆ是映射空间ＸＴ到自身的映射。

（Ｉ１）若 （Ｕ，η）∈ ＸＴ，考虑问题 （５１）～
（５２），显然有唯一解珘η（τ）∈Ｃ１［０，Ｔ］：

珘η（τ）＝Ｒ０ｅ∫
τ

０
ｕ′（１，ｓ）ｄｓ （６９）

考虑问题 （５１），利用条件 （ｉ）和 （ｉｉｉ），可得

ｕ′（１，τ）≤
４
３Ｂ０Ｒ

２
０ （７０）

结合式 （６９）得

Ｒ０ｅ
－４３Ｂ０Ｒ２０Ｔ≤珘η（τ）≤Ｒ０ｅ

４
３Ｂ０Ｒ２０Ｔ，０≤τ≤Ｔ

当Ｔ且足够小时，满足 ｅ
４
３Ｂ０Ｒ２０Ｔ≤２，此时 １

２Ｒ０≤

η（τ）≤２Ｒ０，因此满足条件 （ｉ）。
（Ｉ２）考虑问题（５３）～（５４），

９９
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η２ λ１Ｄ０
Ｃ′

Ｋ１＋Ｃ′
＋λ２

Ｇ′
Ｋ２

( )＋Ｇ′
∈ＬＰ（ΩＴ）

由引理１知它有唯一解Ｄ′
～
∈Ｗ２，１ｐ （ΩＴ），且满足

Ｄ′
～

Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）
≤Ｃ（Ｔ）　

　Ｄ′０（ｚ）Ｄｐ（０，Ｌ）( ＋

η２ λ１Ｄ０
Ｃ′

Ｋ１＋Ｃ′
＋λ２

Ｇ′
Ｋ２

( )＋Ｇ′ Ｌ
)
ｐ
≤Ｃ（Ｔ）Ｋ

Ｋ为依赖于Ｄ′０（ｚ）和Ｍ的正常数。
（Ｉ３）同理，由引理１知问题 （５５）～（６８）有

唯一解Ｔ′
～
１，Ｔ′
～
２，Ｃ′
～
，Ｇ′
～
，Ｉ′
～
１，Ｉ′
～
２，Ａ′
～
∈ Ｗ２，１ｐ （ΩＴ），且

满足

Ｔ′
～
１，Ｔ′
～
２，Ｃ′
～
，Ｇ′
～
，Ｉ′
～
１，Ｉ′
～
２，Ａ′
～

Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）
≤Ｃ（Ｔ）Ｋ

由于

Ｐ′
～
＝ρＰ（Ｔ′

～
１＋Ｔ′

～
２）

则有 Ｐ′
～

Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）
≤Ｃ（Ｔ）Ｋ，因此

Ｔ′
～
１，Ｔ′
～
２，Ｃ′
～
，Ｇ′
～
，Ｉ′
～
１，Ｉ′
～
２，Ｐ′
～
，Ａ′
～

Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）
≤Ｃ（Ｔ）Ｋ

综上所述，若取 Ｋ＞０，则当 Ｔ＞０充分小时，
Ｃ（Ｔ）是有界的，Ｃ（Ｔ）Ｋ≤Ｍ，有

Ｔ′
～
１，Ｔ′
～
２，Ｃ′
～
，Ｇ′
～
，Ｉ′
～
１，Ｉ′
～
２，Ｐ′
～
，Ａ′
～

Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）
≤Ｍ

利用嵌入定理

Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）Ｃλ
，
λ
２（ΩＴ）ｐ＞

５
２，λ＝２－

５( )ｐ
得

Ｔ′
～
１，Ｔ′
～
２，Ｃ′
～
，Ｇ′
～
，Ｉ′
～
１，Ｉ′
～
２，Ｐ′
～
，Ａ′
～

∞ ≤Ｍ

因此Ｔ′
～
１，Ｔ′
～
２，Ｃ′
～
，Ｇ′
～
，Ｉ′
～
１，Ｉ′
～
２，Ｐ′
～
，Ａ′
～
满足条件 （ｉｉ）。

而且

Ｄ′
～

ｚ
，
Ｔ′
～
１

ｚ
，
Ｔ′
～
２

ｚ
，
Ｃ′
～

ｚ
，
Ｇ′
～

ｚ
，
Ｉ′
～
１

ｚ( ，

Ｉ′
～
２

ｚ
，
Ｐ′
～

ｚ
，
Ａ′
～

 )ｚ ∞

≤Ｃ（Ｔ）

这就证明了（Ｕ
～
，珘η）∈ＸＴ，所以Ｆ是ＸＴ到ＸＴ上的映

射。

其次要证当Ｔ充分小时，映射Ｆ压缩。
（ＩＩ１）显然，通过计算可得

ｕ′１（ｚ，τ）－ｕ′２（ｚ，τ）≤Ｃ（Ｔ）ｄ
因此由式 （６９）可得

珘η１－珘η２ ∞ ≤ＴＣ（Ｔ）ｄ

（ＩＩ２）记 Ｄ
～
 ＝Ｄ

～
′１－Ｄ

～
′２，则由问题 （５３）～

（５４）可得

Ｄ
～


τ
＝δ１

１
ｚ２

ｚｚ

２Ｄ
～


( )ｚ －

ｖ１（ｚ，τ）
Ｄ
～


ｚ
－η２１ ｄ１＋ｈ′( )

１ Ｄ
～
 ＋ｆＤ，

Ｄ
～


ｚ ｚ＝０
＝Ｄ

～


ｚ ｚ＝１
＝０， Ｄ

～
（ｚ，０）＝０

其中

ｆＤ ＝λ１Ｄ０ η２１
Ｃ′１

Ｋ１＋Ｃ′１
－η２２

Ｃ′２
Ｋ１＋Ｃ′

( )
２

＋

λ２ η２１
Ｇ′１

Ｋ２＋Ｇ′１
－η２２

Ｇ′２
Ｋ２＋Ｇ′

( )
２

－ ｖ１－ｖ( )
２

Ｄ
～
′２
ｚ

－

η２１－η( )２
２ ｄ１Ｄ′

～
２－ η２１ｈ′１－η

２
２ｈ′( )

２ Ｄ′
～
２

易知ｖ１（ｚ，τ），η
２
１ ｄ１＋ｈ′( )

１ 均为有界连续函数以及

ｆＤ∈Ｌ
ｐ（ΩＴ），由解的最大模估计

［１４］，有

Ｄ
～


∞ ≤Ｔｆ∞ ＝

Ｔλ１Ｄ０ η２１
Ｃ′１

Ｋ１＋Ｃ′１
－η２２

Ｃ′２
Ｋ１＋Ｃ′

( )
２

＋

λ２ η２１
Ｇ′１

Ｋ２＋Ｇ′１
－η２２

Ｇ′２
Ｋ２＋Ｇ′

( )
２

－（ｖ１－ｖ２）
Ｄ
～
′２
ｚ
－

（η２１－η
２
２）ｄ１Ｄ′

～
２－（η

２
１ｈ′１－η

２
２ｈ′２）Ｄ′

～
２ ∞ ≤

Ｔλ１Ｄ０ η２１
Ｃ′１

Ｋ１＋Ｃ′１
－η２２

Ｃ′２
Ｋ１＋Ｃ′２ ∞

( ＋

λ２ η２１
Ｇ′１

Ｋ２＋Ｇ′１
－η２２

Ｇ′２
Ｋ２＋Ｇ′２ ∞

＋

ｖ１－ｖ２ ∞
Ｄ
～
′２
ｚ )

∞

＋（ｄ１ η２１－η
２
２ ∞ ＋

η２１ｈ′１－η
２
２ｈ′２ ∞）Ｄ′

～
２ ∞ ≤

ＴＣ（Ｔ）Ｍｄ
　　 （ＩＩ３）同理，记

Ｔ
～

１ ＝Ｔ

～
′１１－Ｔ

～
′１２，Ｔ

～

２ ＝Ｔ

～
′２１－Ｔ

～
′２２，

Ｃ
～
 ＝Ｃ

～
′１－Ｃ

～
′２，Ｇ
～
 ＝Ｇ′

～
１－Ｇ′

～
２，

Ｉ
～

１ ＝Ｉ′

～
１１－Ｉ′

～
１２，Ｉ
～

２ ＝Ｉ′

～
２１－Ｉ′

～
２２，

Ａ
～
 ＝Ａ′

～
１－Ａ′

～
２

则有

Ｔ
～

１ ∞ ≤Ｃ（Ｔ）Ｍｄ，Ｔ

～

２ ∞ ≤Ｃ（Ｔ）Ｍｄ，

Ｃ
～


∞ ≤ＴＣ（Ｔ）Ｍｄ，Ｇ
～


∞ ≤ＴＣ（Ｔ）Ｍｄ，

Ｉ
～

１ ∞ ≤ＴＣ（Ｔ）Ｍｄ， Ｉ

～

２ ∞ ≤

００１
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ＴＣ（Ｔ）Ｍｄ，Ａ
～


∞ ≤ＴＣ（Ｔ）Ｍｄ

　　 （ＩＩ４）由于 Ｔ
～

１ ∞ ≤ Ｃ（Ｔ）Ｍｄ， Ｔ

～

２ ∞ ≤

Ｃ（Ｔ）Ｍｄ，又因为Ｐ′＝ρＰ Ｔ′１＋Ｔ′( )
２ ，因此

Ｐ
～


∞ ≤Ｃ（Ｔ）Ｍｄ
则由情形 （ＩＩ２）～（ＩＩ４）可得

Ｕ
～
１－Ｕ

～
２ ∞ ≤Ｃ（Ｔ）Ｍｄ

结合情形 （ＩＩ１）～（ＩＩ４），可推出

ｄ（（Ｕ
～
１，珘η１），（Ｕ

～
２，珘η２））＝

Ｕ
～
１－Ｕ

～
２ ∞ ＋ 珘η１－珘η２ ∞ ≤Ｃ（Ｔ）Ｍｄ

因此，当Ｔ足够小时满足Ｃ（Ｔ）Ｍ＜１，此时Ｆ为压
缩映射。

应用Ｂａｎａｃｈ不动点定理，可知当 Ｔ足够小时

Ｆ在ＸＴ中有唯一的不动点（Ｕ
～
，珘η），它是问题 （５１）

～（６８）的局部唯一解，其中０≤τ≤Ｔ。
由上述分析可得如下结果：

定理２　若条件 （Ａ）满足，当０≤ｔ≤Ｔ时，
系统 （１）～（２２）存在唯一解。

４　整体解的存在唯一性
由上下解原理得

引理３　问题 （１）～（２５）的解有如下结论
Ｄ，Ｔ１，Ｔ２，Ｃ，Ｇ，Ｉ１，Ｉ２，Ｐ，Ａ≥０

由式 （２４）知Ｃ＋Ｄ＋Ｔ１＋Ｔ２ ＝Ｎ０，即Ｃ′＋Ｄ′＋
Ｔ′１＋Ｔ′２＝Ｎ０，则０≤Ｃ′，Ｄ′，Ｔ′１，Ｔ′２≤Ｎ０，由ｈ的
表达式 （２３）可知，ｈ′为有界连续函数，记

Ｂ＝ｍａｘ｛ｈ′０≤Ｃ′，Ｄ′，Ｔ′１，Ｔ′２≤Ｎ０｝
将式 （１０）变换为

１
ｒ２

ｒ
（ｒ２ｕ）＝ｈ

对上式关于ｒ积分可得

ｕ（ｒ，ｔ）＝１
ｒ２∫

ｒ

０
ｈｓ２ｄｓ

则

－１３Ｂｒ≤ｕ（ｒ，ｔ）≤
１
３Ｂｒ，

０≤ｒ≤Ｒ（ｔ）， ０≤ｔ≤Ｔ

将上式代入式 （１１）得

－１３ＢＲ（ｔ）≤Ｒ
·

（ｔ）≤ １３ＢＲ（ｔ）， ０≤ｔ≤Ｔ

因此

Ｒ０ｅ
－１３Ｂｔ≤Ｒ（ｔ）≤Ｒ０ｅ

１
３Ｂｔ， ０≤ｔ≤Ｔ

由此可得

Ｒ０ｅ
－１３ＢＴ≤Ｒ（ｔ）≤Ｒ０ｅ

１
３ＢＴ， ０≤ｔ≤Ｔ

即

Ｒ０ｅ
－１３ＢＴ≤η（τ）≤Ｒ０ｅ

１
３ＢＴ， ０≤τ≤Ｔ　

（７１）
　　引理４　对任意的１＜ｐ＜∞，存在一个依赖
于时间Ｔ的常数Ｃ（Ｔ），满足

（Ｄ，Ｔ１，Ｔ２，Ｃ，Ｇ，Ｉ１，Ｉ２，Ｐ，Ａ）∞ ≤Ｃ（Ｔ）
　　证明　显然，ｖ（ｚ，τ）为连续函数， ｈ′≤ Ｂ为
有界连续函数，则由式 （４５）、式 （５０）与式
（７１）可得

ｕ′（ｚ，τ）≤
１
３ＢＲ

２
０ｅ
２
３ＢＴ，

ｕ′（１，τ）≤
１
３ＢＲ

２
０ｅ
２
３ＢＴ

且

ｖ（ｚ，τ）≤
２
３ＢＲ

２
０ｅ
２
３ＢＴ

因此ｕ′（ｚ，τ）与ｖ（ｚ，τ）均为有界连续函数。
（ａ）考虑问题 （２９）～（３０），由 ｖ（ｚ，τ），ｈ′

以及η（τ）均为有界连续函数可知方程 （２８）的系
数项和非齐次项均满足引理 １的条件，故方程组
（２８）～（２９）有唯一解Ｄ′∈Ｗ２，１ｐ （ΩＴ），且有

Ｄ′Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）≤Ｃ（Ｔ）

　　 （ｂ）考虑问题 （３１）～（３２），因为 Ｑ ＝

σＰρＬ Ｔ１＋Ｔ２＋ε( )Ｃ≥０，所以
１

１＋Ｑ′Ｋ５

有界且连续，

又由ｖ（ｚ，τ），ｈ′以及η（τ）均为有界连续函数可知
方程 （３０）的系数项和非齐次项均满足引理１的
条件，故方程组 （３１）～（３２）有唯一解 Ｔ′１∈
Ｗ２，１ｐ （ΩＴ），且有

Ｔ′１ Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）
≤Ｃ（Ｔ）

同理有

Ｔ′２ Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）
≤Ｃ（Ｔ）

由

Ｐ′＝ρＰ（Ｔ′１＋Ｔ′２）
可得

Ｐ′Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）≤Ｃ（Ｔ）

　　 （ｃ）考虑问题 （３５）～（４０）和 （４３）～
（４４），因为 Ｔ′１ ∞ ≤ Ｃ（Ｔ）， Ｔ′２ ∞ ≤ Ｃ（Ｔ），而

且显然 Ａ^（ｔ），Ｇ^（ｔ）均有界且连续，因此同理可得
Ｃ′Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）≤Ｃ（Ｔ），Ｇ′Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）≤Ｃ（Ｔ），

１０１
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Ｉ′１ Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）
≤Ｃ（Ｔ），Ａ′Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）≤Ｃ（Ｔ）

则有

Ｉ′２ Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）
≤Ｃ（Ｔ）

由情形 （ａ）～（ｃ）可得
（Ｄ′，Ｔ′１，Ｔ′２，Ｃ′，Ｇ′，Ｉ′１，Ｉ′２，Ｐ′，Ａ′）Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）

≤Ｃ（Ｔ）

继而由

Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）Ｃλ
，
λ
２（ΩＴ）ｐ＞

５
２，λ＝２－

５( )ｐ

得

（Ｄ′，Ｔ′１，Ｔ′２，Ｃ′，Ｇ′，Ｉ′１，Ｉ′２，Ｐ′，Ａ′）∞ ≤Ｃ（Ｔ）
由系统 （２９）～（４９）与 （１）～（２２）的等价性
得知

Ｄ，Ｔ１，Ｔ２，Ｃ，Ｇ，Ｉ１，Ｉ２，Ｐ，( )Ａ ∞ ≤Ｃ（Ｔ）
因此引理４得证。根据定理２、引理３和引理４以
及时间Ｔ的任意性可证得本文的主要结论定理１。
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